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(d, 1) �@���������I�=�9� � ��¡ λT
d (G) ��¢?��£ ¡ ��¤ � G ¥§¦v� ���W¨ ¥§©s� � ��¢_� ��� ¦��ª���§� � ¦«� ¡ �2��£ � �2¢#¥§�=� � £ ��¡ ¦� � ����¦��a¬( � ¦®�¯�X�°��� � ��� ���{±/��¡ ��¥° � ¦W�2�9©�� ���O� ©a£ � ¦W��¢ G ¦��X� � ���²���X� ¨ �X�2©7³´�2 � �=� ±/��¡ �¯¥§ � ¦ � � ±2�� ��� ¦¯��� � l�/�µ� ¡+¶ ����� ¨ ��¥§�9l¥°© � �/� � ©a£ � ¦ � � ±/� � ��� ¦¯��� � l�/�µ� ¡ ���9©{� �9� ©a¥°¦«�����9 � � � � ¨-�+� ��� ��� l�2�§� ¡��¢�� ±/��¡ � ��· �2�9©~� ��� ��2�§� ¡ ��¢-�2�=¸C¥§�9l¥°© � �=� � ©a£ � ¥°¦��7�W� � �/¦«� d ¹ �L� ¥°¦²�����¯¥µ�/� ¨ �/¦c¥§�=� ¡ �s©��9 � ©º�s¸» � ±2� ���2�9©F¼v�½¥§�¿¾ À7ÁÂ¹�Ãf�F� � ¥§¦�¤I��¤ ��¡0¶?¨-� ¦´���9©a¸º� ��� (d, 1) �@���2�¯�����s���{� �+¡ ��¢-¦�¤9� ¡ ¦ � £ ¡ �2¤ � ¦²���9©¤ ¡ � ±/� � � ���W¢Ä� ¡ �2�s¸ 0 < ε < 1
2

¶ ���9©F���s¸~¤I�=¦´¥µ��¥ ±2� ¥µ�=� � £ �+¡ d
¶ � ����¡¯���l· ¥§¦´�¯¦W�G��2�9¦´�¯�2�/� Cd,ε ¦´�I �� � ����¢Ä� ¡ ���s¸ ε∆ �Â¦�¤9� ¡ ¦ � £ ¡ �2¤ � G

¨ ¥µ� � �ª� · ¥µ�{���Å© � £ ¡¯��� ∆
¶�¨-��� � ±2� λT

d (G) ≤ ∆ + Cd,ε ¹
Æ Ç;È{É�Ê�ËªÌXÍCÎ�É^ÏlË)È
Ð�Ñ½ÒÔÓ?Õ�ÖlÓ�×=Ñ_Ñ?Õ
Ø�×sÙ�ÙÔÚÜÛaÑ_ÝºÕ
Ñ9Ò�Þ_ßlàsá_ØÄÕ
Ýzâ#ã²Õ Ñ?Õ7Õ7ä�Òlà�×sÙlÙÔÚÜÛaÑ½å@ßlÕ7æIç?Õ
Ñ?Ö
èºá�×=Ñ?ä_Ù²ÒlàCÒÔß�×=Ñ?ÙÔÝ�ÚÜÒÔÒlÕ
ßlÙ�écÐ´åvÒ´ã²à

ÒÔß�×=Ñ?ÙÔÝ�ÚÜÒÔÒlÕ
ßlÙL×=ßlÕ�Òlà;à)Ö
ØÄàaÙlÕaâ=ÚÜÑ9ÒlÕ
ß�åfÕ
ßlÕ
Ñ?Ö7Õ7Ù-ã�ÚÜØÜØIà;Ö7Ö
ç_ßvÚ°å_ÒÔÓ?Õ
èª×=ÒÔÒlÕ
Ý�Þ_ÒyÒlà�ÒÔß�×=Ñ?ÙÔÝ�ÚÜÒyàsÑXÖ
ØÄàaÙlÕ�å@ßlÕ7æIç?Õ
Ñ?Ö
ÚÄÕ7Ù�é
Ð�Ñzàsßlä_Õ
ß ÒlàF×�ê�àsÚÄäzÒÔÓ_ÚÄÙ{ÙÔÚÜÒÔç�×=ÒÔÚÄàsÑvâ�ÒÔÓ?ÕGÖlÓ�×=Ñ_Ñ?Õ
ØÄÙO×sÙlÙÔÚÜÛaÑ?Õ7äzÝXç?ÙÔÒ)á�Õ(ÙÔç#ëFÖ
ÚÄÕ
ÑIÒÔØÜèìåf×=ß�é²í¿àsßlÕ7à2ê�Õ
ß�â?Ú°å�Ò´ã²à
ÒÔß�×=Ñ?ÙÔÝ�ÚÜÒÔÒlÕ
ßlÙz×=ßlÕ	Ö
ØÄàaÙlÕ	á_ç_Ò�Ñ?àsÒ�Òlà;à�Ö
ØÄàaÙlÕaâ�ÒÔÓ?ÕîÖlÓ�×=Ñ_Ñ?Õ
ØÄÙz×sÙlÙlÚÜÛaÑ?Õ7ä[ÝXç?ÙÔÒÙÔÒÔÚÜØÜØ�á�Õ	ä#Ú°ï�Õ
ßlÕ
ÑIÒ�éñð�Ó_ÚÄÙ
Þ_ßlàsá_ØÄÕ
Ý�ÚÄÙCò;Ñ?à�ã�Ñóç_Ñ?ä_Õ
ß~ÒÔÓ?Õ

L(p, q) ô Øõ×=á�Õ
ØÜØÜÚÜÑ_ÛöÞ_ßlàsá_ØÄÕ
Ý÷à=åO×¿Ûaß�×=Þ_Ó
G
â�ã�Ó?Õ
ßlÕz×

L(p, q) ô Øõ×=á�Õ
ØÜØÜÚÜÑ_ÛÚÄÙì×=ÑøÚÜÑIÒlÕ
Û�Õ
ß×sÙ�ÙÔÚÜÛaÑ_ÝºÕ
Ñ9Ò
L
Òlà�ÒÔÓ?Õ¿ê�Õ
ßÔÒÔÚÄÖ7Õ7Ùìà=å

G
Ùlç?ÖlÓùÒÔÓ�×=Ò ∀(u, v) ∈ V (G)2, dG(u, v) = 1 ⇒

|L(u) − L(v)| ≥ p
×=Ñ?ä ∀(u, v) ∈ V (G)2, dG(u, v) = 2 ⇒ |L(u) − L(v)| ≥ q

é)Ð�Ñûú�üaüaý#âHþ�ßÔÚÜÛaÛ�Ùª×=Ñ?ä
ÿ®Õ
ÓRÚÜÑIÒÔßlàIä#ç?Ö7Õ7ä�ÒÔÓ_ÚÄÙ(Øõ×=á�Õ
ØÜØÜÚÜÑ_Û ã�ÚÜÒÔÓ

p = 2
×=Ñ?ä

q = 1
ÚÜÑ � ��� é��IÚÜÑ?Ö7Õaâ-ÒÔÓ_ÚÄÙ(Ñ?àsÒÔÚÄàsÑûÓ�×sÙ(á�Õ7Õ
ÑRã�ÚÄä_Õ
ØÜè

ÙÔÒÔç?ä#ÚÄÕ7äR×=Ñ?äRÛaÚÜê�Õ7Ù(ÝF×=Ñ9èöÖ�Ó�×=ØÜØÄÕ
Ñ_ÛaÚÜÑ_Û Þ_ßlàsá_ØÄÕ
ÝºÙ�éºÐ�ÑöÞ�×=ßÔÒÔÚÄÖ
ç_Øõ×=ß�â-ÚÜÑøú�üaü��#â
	ùÓ_ÚÜÒÔÒÔØÄÕ7ÙlÕ
è�âyþªÕ7àsßÔÛ�Õ7ÙX×=Ñ?ä
íî×=ç_ßlà ���� ÙÔÒÔç?ä#ÚÄÕ7äöÒÔÓ?Õ

L(2, 1) ô Øõ×=á�Õ
ØÜØÜÚÜÑ_Û	à=åWÒÔÓ?Õ~ÚÜÑ?Ö
ÚÄä_Õ
Ñ?Ö7Õ�Ûaß�×=Þ_Óûàsá_Ò�×=ÚÜÑ?Õ7ä	å@ßlàsÝ G
é~ð�Ó?Õ~ÚÜÑ?Ö
ÚÄä_Õ
Ñ?Ö7Õ

Ûaß�×=Þ_Ó à=å
G
ÚÄÙGÒÔÓ?Õ½Ûaß�×=Þ_Óóàsá_Ò�×=ÚÜÑ?Õ7ä�åÂßlàsÝ

G
áIèRßlÕ
Þ_Øõ×sÖ
ÚÜÑ_ÛöÕ�×sÖlÓ Õ7ä#Û�Õ�á9èû× Þ�×=ÒÔÓ�à=å)ØÄÕ
Ñ_ÛaÒÔÓuý#é	ð�Ó?Õ

L(2, 1) ô Øõ×=á�Õ
ØÜØÜÚÜÑ_Û	à=å²ÒÔÓ?Õ�ÚÜÑ?Ö
ÚÄä_Õ
Ñ?Ö7Õ�Ûaß�×=Þ_Ó�à=å G
ÚÄÙªÕ7æIç_ÚÜês×=ØÄÕ
ÑIÒGÒlàz×=Ñ�×sÙlÙÔÚÜÛaÑ_ÝºÕ
ÑIÒXà=å²ÚÜÑ9ÒlÕ
Û�Õ
ßlÙXÒlàÕ�×sÖlÓ

Õ
ØÄÕ
ÝºÕ
ÑIÒ{à=å
V (G) ∪ E(G)

ÙÔç?ÖlÓÒÔÓ�×=Ò��
úaé)ÒÔÓ?Õ(Õ7ä#Û�Õ ô Ö7àsØÄàsßÔÚÜÑ_ÛFÚÄÙ�Þ_ßlàsÞ�Õ
ß�â_Ú«é Õaé�Ñ?à~Ò�ãWàFÚÜÑ?Ö
ÚÄä_Õ
Ñ9Ò{Õ7ä#Û�Õ7Ù)ßlÕ7Ö7Õ
ÚÜê�Õ(ÒÔÓ?ÕªÙ�×=ÝºÕªÚÜÑIÒlÕ
Û�Õ
ß��ý#é)ÒÔÓ?Õªê�Õ
ßÔÒlÕ�� ô Ö7àsØÄàsßÔÚÜÑ_Û½ÚÄÙ�Þ_ßlàsÞ�Õ
ß�â_Ú«é ÕaéLÑ?à�Ò´ã²à½×sä��l×sÖ7Õ
Ñ9Ò)ê�Õ
ßÔÒÔÚÄÖ7Õ7Ù ßlÕ7Ö7Õ
ÚÜê�Õ(ÒÔÓ?ÕªÙ�×=ÝºÕ(ÚÜÑ9ÒlÕ
Û�Õ
ß��� é)ÒÔÓ?Õ�ä#Ú°ï�Õ
ßlÕ
Ñ?Ö7Õ~á�Õ
Ò´ã²Õ7Õ
ÑRÒÔÓ?Õ~ÚÜÑ9ÒlÕ
Û�Õ
ßX×sÙ�ÙÔÚÜÛaÑ?Õ7ä	Òlàz×Fê�Õ
ßÔÒlÕ��R×=Ñ?äîÒÔÓ?àaÙlÕ�×sÙlÙÔÚÜÛaÑ?Õ7äîÒlà�ÚÜÒlÙOÚÜÑ?Ö
ÚÄä_Õ
ÑIÒ
Õ7ä#Û�Õ7Ù�ÚÄÙ ×=Ò)ØÄÕ�×sÙÔÒ ý#é

∗ ����������������� "!#��$�% &��
† ')(+*��, +����$-�.�� �!#��$,% &��
‡ �/ +���0 +12��.�� "!#�3$,% &��

ú



ð�Ó_ÚÄÙ�Øõ×=á�Õ
ØÜØÜÚÜÑ_ÛFÚÄÙ Ö�×=ØÜØÄÕ7ä ×
(2, 1) ô ÒlàsÒ�×=ØyØõ×=á�Õ
ØÜØÜÚÜÑ_Û?éWÐ�Ò�ã²×sÙ ÚÜÑ9ÒÔßlà;ä#ç?Ö7Õ7äzá9è54O×7ê�Õ
Ò{×=Ñ?äÿcçzÚÜÑ¿ý�6�6aý ��7 â8� �×=Ñ?äìÛ�Õ
Ñ?Õ
ß�×=ØÜÚ:9�Õ7ä Òlà�ÒÔÓ?Õ

(d, 1) ô ÒlàsÒ�×=Ø-Øõ×=á�Õ
ØÜØÜÚÜÑ_ÛFà=åc×CÛaß�×=Þ_Ó G
é

í	àsßlÕ�åfàsßÔÝF×=ØÜØÜè�â�×
(d, 1) ô ÒlàsÒ�×=Ø�Øõ×=á�Õ
ØÜØÜÚÜÑ_Û	à=å{×zÛaß�×=Þ_Ó G = (V,E)

ÚÄÙ~×ìåÂç_Ñ?Ö
ÒÔÚÄàsÑ
c : V ∪ E → Nê�Õ
ßÔÚ°åÂèIÚÜÑ_Û8�

(i) ∀(u, v) ∈ V 2 : uv ∈ E ⇒ c(u) 6= c(v)
(ii) ∀(u, v, w) ∈ V 3 : uv ∈ E, uw ∈ E ⇒ c(uv) 6= c(uw)

(iii) ∀(u, v) ∈ V 2 : uv ∈ E ⇒ |c(u) − c(uv)| ≥ d

ð�Ó?ÕOÙÔÞ�×=Ñìà=åy×
(d, 1) ô ÒlàsÒ�×=ØvØõ×=á�Õ
ØÜØÜÚÜÑ_Û�ÚÄÙ²ÒÔÓ?Õ{ÝF×�;ÚÜÝXç_Ý ä#Ú°ï�Õ
ßlÕ
Ñ?Ö7Õ�á�Õ
Ò´ã²Õ7Õ
ÑzÒ´ã²à~×sÙ�ÙÔÚÜÛaÑ?Õ7ä�ÚÜÑ9ÒlÕ
Û�Õ
ßlÙ�é

ð�Ó?Õ
(d, 1) ;#<�=�<�>�?A@8BDCFEHG�I à=åW×ºÛaß�×=Þ_Ó G

â^ä_Õ
Ñ?àsÒlÕ7ä	á9è
λT

d (G)
â�ÚÄÙ{ÒÔÓ?ÕGÝ�ÚÜÑ_ÚÜÝXç_Ý ÙÔÞ�×=Ñ¿à=åW×

(d, 1) ô ÒlàsÒ�×=ØØõ×=á�Õ
ØÜØÜÚÜÑ_ÛCà=å
G
éAJ-ÚÜÛaç_ßlÕ~ú{ÛaÚÜê�Õ7Ù�×=Ñ�Õ��?×=Ý�Þ_ØÄÕOà=åy×

(2, 1) ô ÒlàsÒ�×=ØHØõ×=á�Õ
ØÜØÜÚÜÑ_ÛCã�ÚÜÒÔÓ 7 Ö7àsØÄàsßlÙLK@ãWÕ�ç?ÙlÕ{ÚÜÑ9ÒlÕ
Û�Õ
ßlÙá�Õ
ØÄàsÑ_ÛaÚÜÑ_ÛºÒlàº×=ÑzÚÜÑIÒlÕ
ßÔês×=Øvá�Õ
ÛaÚÜÑ_Ñ_ÚÜÑ_ÛFáIèM9�Õ
ßlàON0é

0

0

0

5 3

3 5

1
1

1
4

35
3 5

1 1
4 4

5
2 0

5 3

2

JyÚÜÛaç_ßlÕºú��
(2, 1) ô ÒlàsÒ�×=ØyØõ×=á�Õ
ØÜØÜÚÜÑ_ÛFà=åLÒÔÓ?ÕLP-Õ
ÒlÕ
ßlÙ�Õ
Ñ
Q Ù Ûaß�×=Þ_Óvé

R�àsÒÔÚÄÖ7ÕOÒÔÓ�×=Ò)ÒÔÓ?Õ
(1, 1) ô ÒlàsÒ�×=Ø-Øõ×=á�Õ
ØÜØÜÚÜÑ_ÛºÚÄÙ�ÒÔÓ?Õ(ÒÔß�×sä#ÚÜÒÔÚÄàsÑ�×=Ø�ÒlàsÒ�×=Ø�Ö7àsØÄàsßÔÚÜÑ_Û?é

	RÕOßlÕ7Ö�×=ØÜØ-ÙlàsÝºÕªá�àsç_Ñ?ä_ÙSK@ã�ÚÜÒÔÓ?àsç_Ò Þ_ßlà;à=å�N�×=Ñ?äz×�Ö7àsÑ��ÔÕ7Ö
ÒÔç_ßlÕOåÂàsß�ÒÔÓ?Õ
(d, 1) ô ÒlàsÒ�×=ØyÑ9ç_ÝXá�Õ
ßT�

U�VXWZY\[�WZ]_^a`"bdc8e#fhg G"< G EiGj>�k�Il>+m\n5oAp/<qn�Cr>Ts�ptCjBDCvuOG-k�IlGHG ∆ wx<qnyG�@�z
(i) λT

d (G) ≥ ∆ + d − 1 {
(ii) |t} G p,~ ∆ ;�IlG-k�BZ?:>�I+w λT

d (G) ≥ ∆ + d {
(iii) |t} d ≥ ∆ w λT

d (G) ≥ ∆ + d {
�vÕ
Ò

χ(G)
K@ßlÕ7ÙÔÞvé

χ′(G)
N�á�Õ�ÒÔÓ?Õ{ÖlÓ_ßlàsÝF×=ÒÔÚÄÖ Ñ9ç_ÝGá�Õ
ßLK@ßlÕ7ÙÔÞvéyÚÜÑ?ä_Õ��8NLà=å

G
éx�{á?ÙlÕ
ßÔê�Õ)ÒÔÓ�×=Ò®Ú°å�ãWÕ)Ö7àsØÄàsßWÒÔÓ?Õ

ê�Õ
ßÔÒÔÚÄÖ7Õ7Ù�ã�ÚÜÒÔÓzÖ7àsØÄàsßlÙ�á�Õ
ØÄàsÑ_ÛaÚÜÑ_ÛºÒlà�×=ÑìÚÜÑ9ÒlÕ
ßÔêa×=Ø
Iv
Ö7àsÑ9Ò�×=ÚÜÑ_ÚÜÑ_Û

χ(G)
Ö7àsØÄàsßlÙ{×=Ñ?ä½ÒÔÓ?ÕªÕ7ä#Û�Õ7Ù�ã�ÚÜÒÔÓzÖ7àsØÄàsßlÙ

á�Õ
ØÄàsÑ_ÛaÚÜÑ_ÛöÒlàR×=Ñ ÚÜÑ9ÒlÕ
ßÔêa×=Ø
Ie
Ö7àsÑ9Ò�×=ÚÜÑ_ÚÜÑ_Û

χ′(G)
Ö7àsØÄàsßlÙ�â

Iv
×=Ñ?ä

Ie
á�Õ
ÚÜÑ_ÛRÙlÕ
Þ�×=ß�×=ÒlÕ7äóá9è ×=ÑóÚÜÑ9ÒlÕ
ßÔêa×=Ø

à=å ÙÔÚ:9�Õ
d − 1

âyãWÕìàsá_Ò�×=ÚÜÑó×
(d, 1) ô ÒlàsÒ�×=Ø�Øõ×=á�Õ
ØÜØÜÚÜÑ_Ûîà=å)ÒÔÓ?ÕFÛaß�×=Þ_Óvé¿ð�Ó?Õ7àsßlÕ
Ý÷ýzÚÄÙXä_Õ7ä#ç?Ö7Õ7äûåÂßlàsÝ ÒÔÓ_ÚÄÙ

àsá?ÙlÕ
ßÔêa×=ÒÔÚÄàsÑ��
U�VXWZY\[�WZ]���`"bdc8e#fhg G"< G EiGj>�k�Il>+m\nOw�<qnyG�@

(i) λT
d (G) ≤ χ(G) + χ′(G) + d − 2

(ii) λT
d (G) ≤ 2∆ + d − 1

U�VXWZY\[�WZ]���`"bt^y��e#fhg G�< G EiGr>5�H=�@\@�Gl��<3GluMk�Il>+m\n�oAp/<qn�Cr>Ts�pqC�BDC�uOG-k�IHGHG ∆ w d ≥ 2 w)<qnyG"@ λT
d (G) ≤

∆ + 2d − 2 pq@h<qn�G�}�=�?q?d=�oApt@ZkM�H>�~TG+~jz
ý



(i) ∆ ≥ 2d + 1 >�@�u Mad(G) < 5
2

(ii) ∆ ≥ 2d + 2 >�@�u Mad(G) < 3
(iii) ∆ ≥ 2d + 3 >�@�u Mad(G) < 10

3

o�nyG"IlG Mad(G) p,~�<qnyG�Cr>Ts�ptCjBDC�>���G�I�>0kOG�uOG�k�IlGiGS=�} G w�p�{tG0{ Mad(G) = max{2|E(H)|/|V (H)|,H j

G} {
� Y��y��WO���0 ¡[W¢^£`"b:c�e#f¤g G"< G EHG¥>�k�I�>�m\n¦oApq<qn¤Cr>Ts�pqC�BDC§uOG�k�IlGiG ∆ w�<qnyG"@ λT

d (G) ≤ min{∆ + 2d −
1, 2∆ + d − 1} {

JyÚÜÑ�×=ØÜØÜè�â#ÒÔÓ?Õ�á�Õ7ÙÔÒ�òIÑ?à2ã�Ñ�ç_Þ_Þ�Õ
ß�á�àsç_Ñ?äFåfàsß�Û�Õ
Ñ?Õ
ß�×=ØHÛaß�×=Þ_Ó?Ù�ÚÄÙ�ä#ç?Õ�Òlà�¨®ÙÔÞ�Õ
ßlÕ
Ò)×=Ñ?ä54O×7ê�Õ
Ò � ý � ã�Ó?à
Þ_ßlà2ê�Õ7ä¢�
U�VXWZY\[�WZ]ª©«g G"< G EiGj>�k�Il>+m\n5oAp/<qn�Cr>Ts�ptCjBDCvuOG-k�IlGHG ∆ wx<qnyG�@ λT

d (G) ≤ ∆ + O(log ∆) {
Ð�Ñ �¬0� â�í	àsØÜØÄà�è�×=Ñ?ä¢®{Õ7Õ7äîÞ_ßlà�ê�Õ7äûÒÔÓ�×=Ò(ÒÔÓ?Õ�ÒlàsÒ�×=Ø®Ö�Ó_ßlàsÝF×=ÒÔÚÄÖFÑIç_ÝGá�Õ
ßXà=å ×=Ñ9èîÛaß�×=Þ_ÓRã�ÚÜÒÔÓûÝF×�;ÚÜÝXç_Ý
ä_Õ
ÛaßlÕ7Õ

∆
ÚÄÙX×=Ò(ÝºàaÙÔÒ

∆
Þ_ØÜç?ÙX×=Ñ�×=á?ÙlàsØÜç_ÒlÕFÖ7àsÑ?ÙÔÒ�×=ÑIÒ�éìí¿àsßlÕ7à2ê�Õ
ß�â-ÚÜÑ � ü � âvÒÔÓ?Õ
èöÛ9×�ê�Õ½×ÙÔÚÜÝ�Þ_ØÄÕ
ßGÞ_ßlàIà=å

à=å�ÒÔÓ_ÚÄÙ(ßlÕ7Ùlç_ØÜÒ(åfàsßXÙÔÞ�×=ßlÙlÕºÛaß�×=Þ_Ó?Ù�éÐ´Ñ�ÒÔÓ_ÚÄÙ(Þ�×=Þ�Õ
ß�â-ã²ÕºÛ�Õ
Ñ?Õ
ß�×=ØÜÚ:9�Õ½ÒÔÓ?Õ
ÚÜßC×=Þ_Þ_ßlà�×sÖ�Ó�Òlà ÒÔÓ?Õ
(d, 1) ô ÒlàsÒ�×=ØÑIç_ÝGá�Õ
ß à=åLÙlÞ�×=ßlÙlÕªÛaß�×=Þ_Ó?Ù�é

¯ ê�Õ
ßÔÒlÕ��
v
ÚÄÙCÖ�×=ØÜØÄÕ7ä

α ;�~3my>�I+~�G Ú°ï |E(N(v))| ≤
(

∆
2

)

− α∆
é ¯ Ñ

α ô ÙÔÞ�×=ßlÙ�ÕFÛaß�×=Þ_Ó�ÚÄÙC× Ûaß�×=Þ_Ó�ÚÜÑã�Ó_ÚÄÖ�Ó¿×=ØÜØvÒÔÓ?ÕOê�Õ
ßÔÒÔÚÄÖ7Õ7Ù{×=ßlÕ
α ô ÙÔÞ�×=ßlÙlÕaé
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2 wµ>�@�u°>�@\´jmy=�~�pq</pq��GFpt@�<3G-kOG�I d w¶<qnyG"IlG5Gls�p,~"<q~M>h�i=�@�~�<�>�@\< Cd,ε ~+B���n<qnD>·<8}�=�IS>�@8´ ε∆ ;�~3my>�I+~�Gµk�Il>+m\n G oApq<qn¥Cr>Ts�pqC�BDC¸uOG�k�IlGiG ∆ w�o�G�nD>���G λT
d (G) ≤ ∆ + Cd,ε {

ð�Ó?ÕCÞ_ßlà;à=å²à=å²ð�Ó?Õ7àsßlÕ
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ßÔÒÔÚÄÖ7Õ7Ù{à=å R
×=Ñ?äßlÕ7Ö7àsØÄàsß{ÒÔÓ?Õ7ÙlÕªê�Õ
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λT
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ß+N0â
Fv

ã�ÚÜØÜØvá�Õ(×~ÙlÕ
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• Õ�×sÖ�Ózê�Õ
ßÔÒlÕ��Ó�×sÙ ×CØÜÚÄÙÔÒ à=åc×=Ò�ØÄÕ�×sÙÔÒ ζ∆

2

×�ês×=ÚÜØõ×=á_ØÄÕXÖ7àsØÄàsßlÙ�é
Ð�Òcã�ÚÜØÜØ�á�Õ)ÝºàsßlÕ{Ö7àsÑIê�Õ
Ñ_ÚÄÕ
Ñ9Ò�Òlà(ç?ÙlÕ ØÜÚÄÙÔÒlÙ²à=åHÕ7æIç�×=Ø^ÙlÚ:9�Õ7Ù�é��;à(ãWÕO×=ßÔá_ÚÜÒÔß�×=ßÔÚÜØÜèFä_Õ
ØÄÕ
ÒlÕ�Ö7àsØÄàsßlÙcåÂßlàsÝ Õ�×sÖ�Ó

ØÜÚÄÙÔÒ�âLÙlà¿ÒÔÓ�×=ÒCåÂàsß~Õ
ê�Õ
ßÔèRç_Ñ?Ö7àsØÄàsßlÕ7ä�ê�Õ
ßÔÒlÕ��
v
âLãWÕ�Ó�×7ê�Õ |Lv| = ζ∆

2

é¤J?àsß~Õ�×sÖlÓ ç_Ñ?Ö7àsØÄàsßlÕ7ä ê�Õ
ßÔÒlÕ���âLã²Õ
Ö�Ó?àIàaÙlÕª×XÙÔç_á?ÙlÕ
Ò�à=åyÖ7àsØÄàsßlÙWåÂßlàsÝ

Lv
ã�Ó_ÚÄÖlÓã�ÚÜØÜØ�á�Õ �H>�@�u�p/uO>�<3G+~ åÂàsß v

×=Ñ?ä�ãWÕ�Þ_ßlà�ê�ÕOÒÔÓ�×=Ò�ã�ÚÜÒÔÓìÞ�àaÙÔÚÜÒÔÚÜê�Õ
Þ_ßlàsá�×=á_ÚÜØÜÚÜÒ�è�â-ÒÔÓ?Õ
ßlÕFÕ��;ÚÄÙÔÒlÙX×ìÖ�×=Ñ?ä#ÚÄä?×=ÒlÕ�åfàsß(Õ�×sÖlÓ�ç_Ñ?Ö7àsØÄàsßlÕ7ä�ê�Õ
ßÔÒlÕ���â-ÙÔç?ÖlÓ�ÒÔÓ�×=Ò(ãWÕºÖ�×=ÑûÖ7àsÝ�Þ_ØÄÕ
ÒlÕFàsç_ß
Þ�×=ßÔÒÔÚõ×=Ø�Ö7àsØÄàsßÔÚÜÑ_Û½à=å

G
é

¯ Ö�×=Ñ?ä#ÚÄä?×=ÒlÕ
a
åÂàsß

v
ÚÄÙ)Ù�×=ÚÄäìÒlà�á�Õ k·=T=0u Ú°ål�

� Y��&%�ït�0ïqY�� ^ åfàsß)Õ
ê�Õ
ßÔè½Ñ?Õ
ÚÜÛaÓIá�àsß
u
à=å

v
â
a
ÚÄÙ)Ñ?àsÒ)Ö�×=Ñ?ä#ÚÄä?×=ÒlÕªåfàsß

u
�

� Y��&%�ït�0ïqY�� � åÂàsß�Õ
ê�Õ
ßÔèzÑ?Õ
ÚÜÛaÓ9á�àsß
u
à=å

v
â�×=Ñ?ä Õ
ê�Õ
ßÔè Ñ?Õ
ÚÜÛaÓ9á�àsß

w
à=å

u
â^ÒÔÓ?Õ
ßlÕGÚÄÙ Ñ?à½Ö�×=Ñ?ä#ÚÄä?×=ÒlÕ

b
à=å

w
Ùlç?ÖlÓzÒÔÓ�×=Ò |c(uv) − a| < d

×=Ñ?ä |c(uw) − b| < d
é

Ð´å�ãWÕ�Ç?Ñ?äî×�Û�à;àIä¿Ö�×=Ñ?ä#ÚÄä?×=ÒlÕCåÂàsß�Õ
ê�Õ
ßÔèzç_Ñ?Ö7àsØÄàsßlÕ7ä	ê�Õ
ßÔÒlÕ���âáÜ²àsÑ?ä#ÚÜÒÔÚÄàsÑuúGÕ
Ñ?ÙÔç_ßlÕ7Ù�ÒÔÓ�×=Ò�ÒÔÓ?ÕGê�Õ
ßÔÒlÕ��
Ö7àsØÄàsßÔÚÜÑ_Û(àsá_Ò�×=ÚÜÑ?Õ7ä�ÚÄÙLÞ_ßlàsÞ�Õ
ß�âI×=Ñ?äFÜ²àsÑ?ä#ÚÜÒÔÚÄàsÑ�ýOÕ
Ñ?ÙÔç_ßlÕ7ÙLÒÔÓ�×=Ò�Ñ?àOßlÕ#��Õ7Ö
Òcä_Õ
ÛaßlÕ7Õ)ÚÜÑ?Ö
ßlÕ�×sÙlÕ7Ù�á9èXÝºàsßlÕ�ÒÔÓ�×=Ñ
àsÑ?Õaé
��ý î8ï/](' þ n�G�IlG¦GHs�p,~"<q~°>�~�G"<ê=�}��H>�@�u�p-u·>�<3G+~ Sv }�=�I°Gl>O��n�BD@��H=�?:=�IHGlua��G�I"<3Gls v w�~�By�"n�<qnD>�<êGl>·��nÃ~TG"<
�H=�@\<�>�pq@�~S>�<�?�Gl>�~"< =�@.G�kO=T=Tu5�H>�@�u�p/uO>�<3GT{
� [�YáY�� é J�àsßFÕ�×sÖlÓuç_Ñ?Ö7àsØÄàsßlÕ7äøê�Õ
ßÔÒlÕ��

v
â®ã²ÕzÖlÓ?à;àaÙlÕ ×	ß�×=Ñ?ä_àsÝ÷Þ�Õ
ßÔÝGç_Ò�×=ÒÔÚÄàsÑùà=å

Lv
â�×=Ñ?ä Ò�×=ò�ÕÒÔÓ?Õ

Ç?ßlÙÔÒGÒ´ãWÕ
ÑIÒ´è�Ö7àsØÄàsßlÙCà=å�ÒÔÓ?Õ�ØÜÚÄÙÔÒX×sÙXÙlÕ
ÒGà=å)Ö�×=Ñ?ä#ÚÄä?×=ÒlÕ7ÙXåÂàsß
v
éM��Õ
Ò

Cv
á�Õ~ÒÔÓ?Õ½Õ
ê�Õ
Ñ9ÒGÒÔÓ�×=ÒXÑ?àsÑ?ÕFà=å�ÒÔÓ?Õ

Ö�×=Ñ?ä#ÚÄä?×=ÒlÕ7Ù�åfàsß
v
ÚÄÙª×FÛ�àIà;ä	Ö�×=Ñ?ä#ÚÄä?×=ÒlÕaéS¨®×sÖ�ÓîÕ
ê�Õ
ÑIÒ

Cv
ä_Õ
Þ�Õ
Ñ?ä_ÙªàsÑR×=Ò�ÝºàaÙÔÒ

∆4 àsÒÔÓ?Õ
ßªÕ
ê�Õ
ÑIÒlÙ�éL	RÕÑ?à2ãÅÙÔÓ?à�ãÅÒÔÓ�×=Ò
Pr(Cv) < 1
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éA�và2ês×sÙl9��vàIÖ�×=Ø¡�vÕ
Ý�ÝF×~ã�ÚÜØÜØ�Ö7àsÝ�Þ_ØÄÕ
ÒlÕGÒÔÓ?ÕªÞ_ßlàIà=åÔé
��Õ
Ò

v
á�Õ(×=Ñzç_Ñ?Ö7àsØÄàsßlÕ7äzê�Õ
ßÔÒlÕ��à=å

G
éA	RÕ(ä_Õ�Ç?Ñ?Õ��

Bad1 = {c ∈ Lv : c
ÚÄÙ)Ö�×=Ñ?ä#ÚÄä?×=ÒlÕ(åÂàsß)ÙlàsÝºÕ(Ñ?Õ
ÚÜÛaÓ9á�àsß à=å

v}
Bad2 = {c ∈ Lv :

Ö�Ó?àIàaÙÔÚÜÑ_Û
c
åfàsß

v
ê;ÚÄàsØõ×=ÒlÕ7Ù�Ü²àsÑ?ä#ÚÜÒÔÚÄàsÑîý }

Bad = Bad1 ∪ Bad2��Õ
Ò
D
á�ÕªÒÔÓ?Õ(Õ
ê�Õ
ÑIÒ ÒÔÓ�×=Ò |Bad| ≤ 60(2d − 1)2

√
∆
é ¯ Ö�×=Ñ?ä#ÚÄä?×=ÒlÕªåfàsß

v
ÚÄÙ)Û�à;àIäÚ°åc×=Ñ?ä àsÑ_ØÜèìÚ°åLÚÜÒä_à;Õ7Ù�Ñ?àsÒ)á�Õ
ØÄàsÑ_ÛºÒlà

Bad
é��{á?Ù�Õ
ßÔê�ÕªÒÔÓ�×=ÒS�

Pr(Cv |D) ≤
( |Bad|

|Lv|

)20

≤
(

60(2d − 1)2
√

∆
ζ∆
2

)20

≤ 12020(2d − 1)40

ζ20∆10

�;àCåfàsß
∆
ÙÔç#ëFÖ
ÚÄÕ
Ñ9ÒÔØÜèØõ×=ßÔÛ�Õaâ

Pr(Cv |D) < 1
8∆4

é
¨W×sÖlÓöê�Õ
ßÔÒlÕ��¿Ó�×sÙª×=ÒOÝºàaÙÔÒ √

∆
ç_Ñ?Ö7àsØÄàsßlÕ7äîÑ?Õ
ÚÜÛaÓ9á�àsßlÙ�â�ÒÔÓ9ç?Ù |Bad1| ≤ 20

√
∆ ≤ 20(2d − 1)2

√
∆
é

	RÕ�Ñ?à2ã ÙÔÓ?à2ã ÒÔÓ�×=ÒGã�ÚÜÒÔÓ�ê�Õ
ßÔè	Ó_ÚÜÛaÓûÞ_ßlàsá�×=á_ÚÜØÜÚÜÒ´è�âyÒÔÓ?ÕFÙlÚ:9�Õºà=å
Bad2

ÚÄÙC×=Ò(ÝºàaÙÔÒ
40(2d − 1)2

√
∆
é ¯Ö7àsØÄàsß

c
á�Õ
ØÄàsÑ_Û�Ù�Òlà

Bad2
Ú°å�åÂàsß�ÙlàsÝºÕ�Ñ?Õ
ÚÜÛaÓ9á�àsß

u
à=å

v
Ùlç?ÖlÓìÒÔÓ�×=Ò |c(uv) − c| < d

â;ÒÔÓ?Õ
ßlÕOÚÄÙ�×GÑ?Õ
ÚÜÛaÓIá�àsß
w
à=å

u
×=Ñ?ä¿×~Ö�×=Ñ?ä#ÚÄä?×=ÒlÕ

a
åfàsß

w
ÙÔç?ÖlÓzÒÔÓ�×=Ò |c(uw) − a| < d

é�ð�Ó9ç?Ù ãWÕ(àsá_Ò�×=ÚÜÑ
�

Pr(c ∈ Bad2) ≤ (2d − 1) × 20
√

∆ × 2d − 1
ζ∆
2

≤ 40(2d− 1)2

ζ
√

∆

ü



E(|Bad2|) ≤
ζ∆

2
× 40(2d − 1)2

ζ
√

∆
≤ 20(2d − 1)2

√
∆

ð�Ó?ÕRß�×=Ñ?ä_àsÝ ês×=ßÔÚõ×=á_ØÄÕ |Bad2|
àsÑ_ØÜè ä_Õ
Þ�Õ
Ñ?ä_ÙzàsÑ ×=ÒzÝºàaÙÔÒ

∆2 Þ�Õ
ßÔÝXç_Ò�×=ÒÔÚÄàsÑ?Ù¿à=åºÖ7àsØÄàsßzØÜÚÄÙÔÒlÙ à=åç_Ñ?Ö7àsØÄàsßlÕ7äøê�Õ
ßÔÒÔÚÄÖ7Õ7Ù½×=ÒFä#ÚÄÙÔÒ�×=Ñ?Ö7Õ	×=ÒºÝºàaÙÔÒ½ý¿åÂßlàsÝ
v
é[í¿àsßlÕ7à2ê�Õ
ß�â�Õ��#Ö�Ó�×=Ñ_ÛaÚÜÑ_ÛûÒ�ãWà�ÝºÕ
ÝGá�Õ
ßlÙFà=å(àsÑ?Õà=å®ÒÔÓ?ÕCÞ�Õ
ßÔÝGç_Ò�×=ÒÔÚÄàsÑ?ÙXÖ�×=Ñö×/ïHÕ7Ö
Ò |Bad2|

áIè	×=ÒOÝºàaÙÔÒ
2d − 1

éXÐ«å |Bad2| ≥ s
â^ã²Õ�Ö�×=ÑöÖ7Õ
ßÔÒÔÚ°å@è¿ÒÔÓ_ÚÄÙOá9èÛaÚÜê;ÚÜÑ_Û?âaåfàsß®Õ�×sÖlÓ�Ö7àsØÄàsß

α ∈ Bad2
âI×OÑ?Õ
ÚÜÛaÓIá�àsß

u
à=å

v
Ùlç?ÖlÓºÒÔÓ�×=Ò |c(uv)−α| < d

â;×sÙ�ãWÕ
ØÜØ�×sÙW×OÑ?Õ
ÚÜÛaÓIá�àsß
w
à=å

u
Ó�×7ê;ÚÜÑ_Ûz×FÖ�×=Ñ?ä#ÚÄä?×=ÒlÕ

a
Ùlç?ÖlÓ	ÒÔÓ�×=Ò |c(uw) − a| < d

éµ® Õ7Ö�×=ØÜØyÒÔÓ�×=Ò
a
ÚÄÙª×FÖ�×=Ñ?ä#ÚÄä?×=ÒlÕXåfàsß

w
Ú°åcÚÜÒá�Õ
ØÄàsÑ_Û�Ù²ÒlàGÒÔÓ?Õ�Ç?ßlÙÔÒ²Ò´ãWÕ
ÑIÒ´èìÞ�àaÙÔÚÜÒÔÚÄàsÑ?Ù�à=åvÒÔÓ?Õ{Þ�Õ
ßÔÝGç_Ò�×=ÒÔÚÄàsÑzà=å

Lw
é��;àCãWÕ�àsÑ_ØÜèºÑ?Õ7Õ7ä�ÒlàGÛaÚÜê�Õ

s
ÖlÓ?àsÚÄÖ7Õ7Ùà=å�Ö�×=Ñ?ä#ÚÄä?×=ÒlÕ7Ù ÒlàFÖ7Õ
ßÔÒÔÚ°å@èìÒÔÓ�×=Ò |Bad2| ≥ s

éA	RÕG×=Þ_Þ_ØÜèí	Ö�ì{Úõ×=ßÔÝ�ÚÄäáQ Ù�Ð�Ñ?Õ7æ9ç�×=ØÜÚÜÒ�è�Òlà
X = |Bad2|

ã�ÚÜÒÔÓ
n = 0

â
m = ∆2 â c = 2d − 1

â
r = 1

â�×=Ñ?ä
t = 10(2d − 1)2

√
∆
�

Pr

(

|X −E(X)| > 10(2d− 1)2
√

∆ + 60(2d − 1)
√

E(X)
)

< 4e
− 100(2d−1)4∆

8(2d−1)2E(X)

�IÚÜÑ?Ö7Õ
E(X) ≤ 20(2d − 1)2

√
∆
â#ÒÔÓ_ÚÄÙ)ÚÜÝ�Þ_ØÜÚÄÕ7Ù�åfàsß

∆
ÙÔç#ëFÖ
ÚÄÕ
Ñ9ÒÔØÜèØõ×=ßÔÛ�Õ��

Pr

(

|Bad2| > 40(2d− 1)2
√

∆
)

< 4e−
5
8

√
∆

�;à	åfàsß
∆
Øõ×=ßÔÛ�Õ Õ
Ñ?àsç_ÛaÓvâ

Pr
(

D
)

< 1
8∆4

é£	RÕÖ�×=ÑuÕ��;Þ_ßlÕ7ÙlÙ~ÒÔÓ?ÕzÞ_ßlàsá�×=á_ÚÜØÜÚÜÒ´èóà=å
Cv

×sÙ
Pr(Cv) =

Pr(Cv|D)Pr(D) + Pr(Cv |D)Pr(D)
é ¯ Ñ?äzÙlà_â

Pr(Cv) ≤ Pr(Cv |D) + Pr(D) <
1

4∆4

2	RÕGàsá_Ò�×=ÚÜÑ¿×�Ö7àsØÄàsßÔÚÜÑ_Û½à=å
G
ã�ÚÜÒÔÓzÝF×�#ÚÜÝGç_Ý ßlÕ#��Õ7Ö
Ò{ä_Õ
ÛaßlÕ7ÕG×=Ò)ÝºàaÙÔÒ

IT + 2
é �;à�ÒÔÓ?Õ(ßlÕ#��Õ7Ö
Ò�Ûaß�×=Þ_Ó

R
àsá_Ò�×=ÚÜÑ?Õ7äÓ�×sÙ�ÝF×�;ÚÜÝXç_Ý ä_Õ
ÛaßlÕ7ÕG×=Ò�ÝºàaÙÔÒ

IT + 2d + 1
é�	RÕ�ç_Ñ?Ö7àsØÄàsß)ÒÔÓ?Õ�ê�Õ
ßÔÒÔÚÄÖ7Õ7Ù)à=å

R
×=Ñ?ä�ßlÕ7Ö7àsØÄàsß

ÒÔÓ?Õ
Ý ÛaßlÕ7Õ7ä#ÚÜØÜè�ã�ÚÜÒÔÓ�ÒÔÓ?ÕªÖ7àsØÄàsßlÙ {∆ + 3d− 2, . . . ,∆ + IT + 5d} écð�Ó_ÚÄÙ Ç?Ñ�×=ØvÖ7àsØÄàsßÔÚÜÑ_Û�ÚÄÙ)× (d, 1) ô ÒlàsÒ�×=ØØõ×=á�Õ
ØÜØÜÚÜÑ_ÛFà=å
G
éx�IÚÜÑ?Ö7Õ

I
×=Ñ?ä

T
×=ßlÕ(ÚÜÑ?ä_Õ
Þ�Õ
Ñ?ä?×=ÑIÒ{à=å

∆
â#ãWÕªÞ_ßlà2ê�Õ7äzÒÔÓ�×=Ò

λT
d (G) ≤ ∆ + Cd,ε

é
) WZ]�î�[�* ^,+ ´j?d=0=�-0pq@ZkM�i>�IlG/}+BD?t? ´F>�<�GH>·��nMpq@�G/.�By>�? p/</´Fu�BZI�pq@Zkr<qnyG�m�I�=0�iGlu�BDIlG�w o�GS�H>�@�IHG3m�?:>·�iG ∆+ Cd,εE�´ ∆ + Cεd log d w�o�nyG"IlG Cε p,~S>��H=�@�~"<�>�@\<x<qny>�< uO=0G+~�@�=�< uOG3m�G"@�u5=�@ d {
0 1 ÍXÊ�É�Â�ÄLÊ32[Ë�Ê54
ð�Ó?Õ7àsßlÕ
Ý½��Ö�×=Ñîá�ÕCÒÔß�×=Ñ?Ù�åfàsßÔÝºÕ7ä	ÚÜÑ9Òlàz×½ß�×=Ñ?ä_àsÝ�Ú:9�Õ7ä�×=ØÜÛ�àsßÔÚÜÒÔÓ_ÝzâHç?ÙlÚÜÑ_Û×½Þ�à�ã²Õ
ß�å@ç_ØcÒlÕ7Ö�Ó_Ñ_ÚÄæ9ç?Õ~ÚÜÑIÒÔßlà ôä#ç?Ö7Õ7ä�á9è6��Õ7Ölò � ú � ×=Ñ?äûÕ��;ÒlÕ
Ñ?ä_Õ7ä�Òlà¿×ìã�ÚÄä_ÕFß�×=Ñ_Û�ÕFà=å ×=Þ_Þ_ØÜÚÄÖ�×=ÒÔÚÄàsÑ?Ù~à=å�ÒÔÓ?ÕFÙÔè;Ý�ÝºÕ
ÒÔßÔÚÄÖ�åfàsßÔÝ à=å�ÒÔÓ?Õ
�và;Ö�×=Ø
�vÕ
Ý�ÝF×ºá9èí¿àsØÜØÄà2èì×=Ñ?ä�® Õ7Õ7ä � " � é
7 ÄAÀ�ÄLÊ�Ä�ÈCÎ�ÄAö

¾8��Á$9 � ;:=<9¹?>c�@>®�µ£/� ¡ ¥ � � �O¥§�>c¤9¤ ¡ �=�2 � ����� ���BA � ±DC ¦FE A �a��2� A?� ���ª��Ã ¶HGJIDKHL!MONQP?RS/TVUWR TXSFY/ZB[6\^] _�MDS/`aR�b�NcZ�¶
�ed �!���Df��2À�� ¶ �hg!gV�2¹

¾ �7Áji-¦´¤ ��¡¯� � A ¹lk-�/�µ� ¡ ����¥§�2� (d, 1) �@���2�¯��� �®� �y�$m�� � �a© � ¤ ¡ �2�9�2��¥µ�§¥°¦«� �2¶�n �/¦«� ��¡ho ¦v� ��� ¦´¥°¦ ¶ i&p^q A ¸2�/�(���9©GÃ�pJr�Ã�>
qa�2¤ � ¥°�$>c�=��¥§¤;�2�§¥§¦ ¶ �Os�s!�9¹

¾ ��Áut � � ¡ £ � ¦c<I¹ v�¹ ¶wn ��� ¡ �x�{¹ yó¹ ¶ ���I©zy � ¥µ�´�¯� � ¦ � ¸ n ¹ >)¹�{W�¿� ��� λ �@�s���{� �+¡ ��¢}| n ���9© ¡¯� �°�7� � © £ ¡ �2¤ � ¦ ¶
qaÃ�> n¶B~X���=`�Z�UWSFYWR�Y}��IDR�bs¶�� d ����gDfX�Os/À ¶ ��g!g��a¹

¾ �2Áut ¡ ¥§£2£/¦^<9¹ r�¹_���I©�¼ ��� r�¹ �O¹ A ��� � �§�§¥µ��£X£ ¡ ��¤ � ¦ ¨ ¥µ� � �X��2�9©a¥µ��¥§�2���7��©a¥°¦«�����9 � � ¨ � ¶ qsÃ�> nz¶�~X���=`�Z�UWSFYWR�Y
��IORaba¶ �Xd�� � À
fX�!g�� ¶ ��g�g���¹

úT6



¾ �7Á » � ±2� �=�-¹ (d, 1) �@���2�¯�2���°��� � �§�µ¥§��£º�2¢c£ ¡ ��¤ � ¦ ¶ y�� ¡ :s¦ � �/¤�t ¡ ��¤ � ¦)���I©�>c�§£2� ¡ ¥µ� � �ª¦ ¶ �W¥ ³«�2����lrJ>Jp�k&iw	 ¶
�!s!s���¹

¾ À�Á » � ±2� ���y¹9�2�9©X¼v� n ¹ � A ¹ (d, 1) �@���������_�°��� � �§�µ¥§��£ª�2¢^£ ¡ ��¤ � ¦ ¶H�^�  � �9¥§+����r � ¤I� ¡ ���/À��Os ¶ Ã�p^r�Ã�> ¶ �Os!s��a¹
¾��
Á n �2�§�µ�7¸ n ¹a���I©�r �+� ©�9W¹�>û�I�/���9©X�2�(� ��� ���2�¯���_ ��¡ �2�ª����¥°c�s��� � ��¡0¶���MON$�W`aK?IOR�MOS/`�U;I7¶ �ed �O�V��fX� � s ¶ �hg!g � ¹
¾ � Á n �2�§�µ�7¸ n ¹a���9©�r ��� ©@9²¹5��� ¡ � ����¡ >c�§£2� ¡ ¥µ� � �O¥°J>W¦´¤ � l�¯¦y��¢_� ����A �a���� A?� �O�O� ¶ v ¡ �a �+� ©a¥§��£=¦��2¢_� ��� �!s�� �

>Jk n qs¸s�O¤I�=¦´¥§��� �2� �L��� � ¡ ¸(�2¢�k-�/��¤9�a��¥§��£ ¶ ��g!g � ¹
¾ g�Á n �2�§�µ�7¸ n ¹_���9©�r ��� ©�9²¹�t ¡ �2¤ � ��2�§� ¡ ¥µ��£X���9©º� ��� ¤ ¡ �2�9�2��¥µ�§¥°¦«�¯¥§ � � � � �a© ¶}� �/�&¹��!�(��¢ \^] _�MOS/`aRabXN=ZuIDKHL

U;MON$�W`aK?IOR�MOS/`�U/ZÔ¶ qa¤ ¡ ¥§��£ ��¡ � �H�+¡ �°��£ ¶ �!s!s���¹
¾���s�Á n �2�=�¯�/¦�¦�¥ �+¡un ¹����I©�rc�/¦´¤I���9©�>)¹ (d, 1) �@���2�¯�2���§�2� � �µ�§¥µ�9£��¢�£ ¡ ��¤ � ¦ ¨ ¥µ� � �ì£2¥ ±2� �¿�ª� · ¥§� �9� � ±2�+¡ �2£ �© � £ ¡¯���/¶w~XMOTXS/K?ID]lM��$��SFI��Vb� HbVY�MOS/¡7¶ �!s!s�� ¶ ���(��¤9¤ � � ¡ ¹
ò ¿ Ê�Ë}¢jóºôlÏHö?É^ÏlÎ É^ËªËºôHö
£�¤�¥�¦�§�¨ª©c«?¬^��¨�¬#���7�a��¤«�¬®c«?¯l¬5° ¹²± YWR

X
�;Y�I³SFIDKHL!MONµ´DIDS/`�I!�W]8Y�L!YWR�YWS/Nj`aK?Y;L��W¡

n
`aKHL!Y¶�eYWK?L�Y�K�R�R S/`�ID]�Z

T1, . . . , Tn

IDKHL$ZWIDR `�Z��;¡D`aK�_�·
¸ �¹��bVIDK�_O`aK�_�R�beYjMDTXR¶U;MDNuY=Mº�=IDK�¡�MDK?Y=R S/`�ID]5U;IDK»I�¼JY;UWR

X
�W¡�IDRwNuM
Z/R

c
�

 HbeYWKe½
Pr(|X − E(X)| > t) ≤ 2e−

t2

2c2n

¾ �e§õ�V¿9�7�e¬l°ÁÀ§�ÃÂ�¬l¨�Ä�¯��e§¤Ä�;Å ¹�± YWR
X

�;Y�IÆKHMDKVÇ¶KHY�_�IOR`a´DYuSFIOK?L�MDNÈ´DIDS/`�I���]�Y/½�K?MDR^`�L!YWKVR `�U;ID]a]É¡�ÊD½JË5b�`�U;b»`�Z@L!YWR�YWS/Ç
Nj`aK?Y;L��W¡

n
`aK?L�Y��VY�KHL!YWKVR�R S/`�ID]�Z

T1, . . . , Tn,
IOK?LuZ�IOR`�Z��;¡D`aK�_�R�beY&��MD]a]�MDË�`aK�_Ì��MOSÌZWMDNuY

c, r > 0
·

¸ �¹��bVIDK�_O`aK�_�R�beYjMDTXR¶U;MDNuY=Mº�=IDK�¡�MDK?Y=R S/`�ID]5U;IDK»I�¼JY;UWR
X

�W¡�IDRwNuM
Z/R
c
�

Í �jÎ�MOS=IDKV¡
s
½Ï` �

X ≥ s
R�beYWK�R�beYWSFY}`�ZcIuZ�YWRwMº�=IDR&N$MDZ/R

rs
RS/`�IO]�Z�Ë5beMDZ�YjMDTXR¶U;MDNuY/Z=U;YWS/R` �;¡@R�beIOR

X ≥ s
�

 HbeYWKc��MOS=IDK�¡
0 ≤ t ≤ E(X)

½

Pr

(

|X −E(X)| > t + 60c
√

rE(X)
)

≤ 4e
− t2

8c2rE(X)

Ð ��Ñ�¤&�a�D¥z¤�°&Àµ�jÂ�¬l¨�Ä�¯^�e§¤Ä�;Å ¹B± YWR
X

�;YjI@KHMDK�Ç¶K?Y�_�IOR`a´DY=SFIDKHL!MDN�´DIDS/`�I!�W]8Y�½wKHMDRw`�L!YWKVR `�U;ID]a]É¡ÆÊ
½ÁË5bX`�U�b�`�Z=L!YWR�YWS/Ç
Nj`aK?Y;Lx��¡

n
`aKHL!YWKD�VY�KHL!YWKVRÌR S/`�ID]�Z

T1, . . . , Tn

IOK?L
m

`aKHL!Y¶�eYWK?L�Y�K�R&�eYWS/NcTXR¶IDR `�MDKVZ
Π1, . . . , Πm

IDKHLÃZWIDR `�Z��;¡D`aK�_
R�beYÁ��MD]a]8MOË�`aK�_}��MOSÌZ�MON$Y

c, r > 0
·

¸ �¹��bVIDK�_O`aK�_�R�beYjMDTXR¶U;MDNuY=Mº�=IDK�¡uRS/`�IO]5U;IDKxIº¼JY;U�R
X

�W¡�IDRwN$MDZ;R
c
�

Í �cÒ/KVR¶YWSFU�bVIDK�_O`aK�_@R ËÁM�YW]8YWN$YWKVRZ�`aK»IDK�¡�MDK?Y��VY�S/NjTXR�IOR`�MOKxU;IDKxI�¼JY;UWR
X

�W¡�IDRwN$MDZ/R
c
�

Ó �jÎ�MOS=IDKV¡
s
½Ï` �

X ≥ s
R�beYWK�R�beYWSFY}`�ZcIuZ�YWRwMº�=IDR&N$MDZ/R

rs
U�bVMD`�U;Y/Z�Ë5bVM
ZWY$MDTXR¶U;MDNuY/Z=U;Y�S/R ` �;¡uR�beIDR

X ≥ s
�

 HbeYWKc��MOS=IDK�¡
0 ≤ t ≤ E(X)

½

Pr

(

|X −E(X)| > t + 60c
√

rE(X)
)

≤ 4e
− t2

8c2rE(X)

Ô «�ÕeÖ���× Ô «?�2�e§ Ô ¨�¥Ø¥z� ¹ �ÏMDKeZ/`�L�Y�ScI@ZWY�R E M��$Ù�R ¡��?`�U;ID]a]É¡Æ�;I!L;Ú�YW´DY�K�R�Z�Z/TVU�bÃRabVIDR���MOScY;I!U;b
A ∈ E¸ �

Pr(A) ≤ p < 1
½&IOK?L

Í �
A

`�Z}NcTXR TVID]a]Û¡u`aK?L!Y¶�VY�KHL!YWKVR�M���I$ZWYWR�Mº��ID]a]���TXR�IDRwN$MDZ;R
d

Mº�}RabVYcMORabVY�S=YW´DY�K�R�ZW�
Ò��

4pd ≤ 1
RabVY�K�Ë�`aRabj�eMDZ/`aR`a´DYB�?SFM���I���`a]Û`aR¡
½wK?MDKHYcMº�}R�beY=YW´DY�K�R�Z}`aK E MhU;U�TXSW�

úaú


